Kvantummechanika gyakorlo feladatok 1 - Megoldasok

1. feladat: Az eltolds operatoranak megtalalasaval teljesen analég médon fejtsiik Taylor-sorba
a hullamfiiggvényt a 3. valtozdjaban:
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Tudjuk, hogy az impulzusmomentum 2z komponensének operatora
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Kiemeljiik jobb oldalon a ) (r, 8, ) fliggvényt:
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Felismerhetjiik az exponencidlis fiiggvény definicidjat:
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vagyis
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2. feladat: Ki kell szamolni az impulzus sajatfiiggvények szerinti kifejtési egyiitthato-fliggvényt
(a hullamfiiggvény Fourier transzforméltjat), ennek abszolitérték-négyzete adja az impulzus valdszi-
niiségsiriségét.
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Parcialis integralast alkalmazva:
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Osszevonas utan:

~ 3ksink +cosk —1
(k) =1/ = :

T k?

A keresett valoszintiség (a valdsziniiségstirtiség definicidja szerint):
Po.ax = [9(0)P Ak,

vagyis sziikség van a @(k) fliggvény k = 0 helyen felvett értékére. Ezen a helyen a kifejezés szamlaldja
és nevezdje is nulla, ezért hatarértéket kell venni. Alkalmazzuk a L’Hospital szabalyt:
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Vagyis a keresett valésziniiség:
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3. feladat: A z paraméterrel jellemzett koherens allapot

. () = ezaT_Z*&\Ifo (x).

Ha z valds, akkor z = z*, igy L
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Tudjuk, hogy az impulzus operator a kovetkezdképpen fejezheto ki a léptetéoperatorokkal:

h
p =iy (@ - a).

vagyis a koherens allapot kifejezésében szereplé exponencidlis fiiggvény argumentumaban megjelenik
az impulzus operétor:
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Kicsit atalakitvas:
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ami

©.(x) = Wy (x) = Ty(x + 20)

alaku, vagyis egy valos paraméterrel jellemzett koherens allapot valéban a harmonikus oszcillator
alapallapoti hullamfliggvényének eltoltja. Az eltolas xy paraméterérol leolvashatd, hogy értéke
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4. feladat:

A feltétel szerint a pertiilet z komponensének sajatfliggvényei szerinti kifejtésben
csak 3 tag van:

U = ZCZ\I/Z = 01\111 + CQ\IJQ + 63\113.

Mivel a kifejtési egyiitthatok abszolutértéknégyzete maga a mérési valoszinliség és a harom érték
azonos valoszintiséggel mérheto, ezért:
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ahol aq, as, as tetszoleges szogek. A hullamfliggvény ezzel és a 2. éra 1. feladataban felirt eredménnyel:
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5. feladat: Alakitsuk at a hullamfiiggvényt:
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Ahol felhasznaltuk, hogy sin (235) = 2sin (x) oS <:1c> Ha fizikai allapotrél van sz6, akkor A a
normalasbol:
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Az impulzus momentum sajatfliggvények szerinti kifejtés (ahol fehasznaljuk az 1.6ra 2. feladatdanak

eredményeit):
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A ¢, egylitthatok kiszamitdsanak modja:
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Tehat c,-nek két tagja van:c, = %\/36,%4 — %\/36”,,4. Ezzel a hullamfiiggvény:
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6. feladat:  a., |a,[| = [, (ala+3)] = w (a (ala + §) - (ala+ }) a) =
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A masodik e-ad tagot sorbafejtjiik:
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Ha beirjuk mindenhova az [d, H } = hwa kommutatort és rendezziik az egyenletet, akkor azt kapjuk,

hogy:
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a (—1 — iwt — B (iwt)? > = ae ™!

Lathaté, hogy a kapott kifejezés az exponencialis fliggvény definicidja, igy az egyenlség teljestil.

c., Koherens dllapot, vagyis be kell latni, hogy ha az alapallapot (¥(0,)) a sajdtfiiggvénye,

akkor U(t,z) =e th\IJ(O x) is a sajatfiiggvénye, vagyis ha a sajitérték egyenlet W (0, z)-ra
a¥(0,z) = 2¥(0,x)

ahol z = 0, akkor -
av(t,z) = ae #1'W(0, z)



is teljesiil. Felhaszndlva az el6z6ekben felirt sorfejtést és kommutatort:
aW(t, z) = ae” t10(0, ) = er QW (0, 2) + ae (0, z)
Felhasznélva, hogy e%th\I/(O, x) = 0, az egyenlet a kévetkezoképp alakul:

ae”™(0,2) = ze (0, 7)

A konstansokat atrendezhetjiik, igy a kiindulési sajatértékegyenletet kapjuk vissza.

7. feladat: A masodik feladat megoldasahoz hasonlé a megoldds menete, de itt most ,,vissza-
fele” Fourier-transzformaciot alkalmazunk.
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