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6. óra

1. feladat: Határozzuk meg az összes gömbfüggvényt l = 0, 1, 2 -re!

Megoldás: A gömbfüggvények defińıciója:

Y m
l (θ, ϕ) =

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)eimϕ,

ahol

Pm
l (cos θ) =

(−1)m

2ll!
(1− cos2 θ)m/2

dl+m

d(cos θ)l+m
(cos2 θ − 1)l

a Legendre-polinomok. Ezekre érvényes, hogy

P−m
l (cos θ) = (−1)m

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ),

ı́gy
Y −m
l (θ, ϕ) = (−1)m(Y m

l )∗(θ, ϕ).

Ez azt jelenti, hogy elegendő pozit́ıv m-re számolni, a fentiek szerint ebből már a negat́ıv értékekre
is adódik a megoldás (tudjuk, hogy fix l esetén m = l, l − 1, l − 2, ...,−l lehet).

l=0 −→ m = 0:

P 0
0 (cos θ) = 1 −→ Y 0

0 (θ, ϕ) =
1√
4π
.

l=1 −→ m = 1, 0,−1:

P 1
1 (cos θ) = −

√
1− cos2 θ −→ Y 1

1 (θ, ϕ) = −
√

3

8π
sin θeiϕ.

P 1
0 (cos θ) = cos θ −→ Y 1

0 (θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ.

l=2 −→ m = 2, 1, 0,−1,−2: (Pm
2 részletezése nélkül)

Y 2
2 (θ, ϕ) =

1

4

√
15

2π
sin2 θe2iϕ,

1



Y 1
2 (θ, ϕ) = −

√
15

8π
sin θ cos θeiϕ,

Y 0
2 (θ, ϕ) =

√
5

4π

(3

2
cos2 θ − 1

2

)
.

HF1: Ellenőrizzük Y 2
2 (θ, ϕ)-t és Y 1

2 (θ, ϕ)-t!

2. feladat: Milyen értéket és mekkora valósźınűséggel mérhetünk az impulzusmomentum ab-
szolútérték-négyzetére a

Ψ(r, θ, ϕ) =
√
κ
e−κr/2

r

1√
2π

(sin2 θ + cos θ + 2)

√
15

226

hullámfüggvénnyel léırható kvantumállapotban?

Megoldás: Kiszámı́tható, hogy
´
|Ψ|2dV = 1, vagyis fizikai állapotról van szó. HF2: Ellenőrizzük

a normát!

A megoldáshoz szükség van a Ψ hullámfüggvény impulzusmomentum sajátállapotok (gömbfüggvények)
szerinti kifej-tésére:

Ψ(r, θ, ϕ) =
∑
l,m

clmR(r)Y m
l (θ, ϕ),

ahol a clm számok a keresendő kifejtési együtthatók, melyek abszolútérték-négyzete adja a mérési
valósźınűségeket. Az R(r) tetszőleges függvény (normálástól eltekintve), itt élhetünk az

R(r) =
√
κ
e−κr/2

r

választással. Azonos átalaḱıtások után könnyen látható, hogy

sin2 θ + cos θ + 2 =

√
4π

3
· Y 0

1 −
2

3

√
4π

5
· Y 0

2 +
8

3

√
4π · Y 0

0 ,

vagyis

Ψ =
√
κ
e−κr/2

r

[8

3

√
30

226
· Y 0

0 +

√
10

226
· Y 0

1 −
2

3

√
6

226
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2

]
.

L2 -re (l(l + 1) · ~2) mérhetünk

−→ 0 · ~2 -et P 0
0 = |c00|2 =

64

9

30

226
≈ 94.4%,

−→ 2 · ~2 -et P 0
1 = |c10|2 =

10

226
≈ 4.42%,

−→ 6 · ~2 -et P 0
2 = |c20|2 =

4

9

6

226
≈ 1.18%

valósźınűséggel. Megjegyzés: a gömbfüggvények az impulzusmomentum z komponensének is saját-
állapotai (m · ~ sajátértékkel), ezért látható, hogy 100% valósźınűséggel m = 0 mérhető.
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