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4. ora
1. feladat: Hatérozzuk meg a harmonikus oszcillator n = 0, 1, 2 energia-sajatfliggvényét!
Megoldas: A harmonikus oszcillator sajatfiiggvényei a kovetkezo képletbdl kaphatéak meg:

, (1) = ﬁ(%)” t e Hn<@x>

ahol a H, fliggvények az in. Hermite polinomok:

H,(X) = (=1)"X di;" (e_X2>.

Eszerint az els6 harom Hermite polinom:

Ezzel a keresett hullamfiiggvények:

mw _mw .2

1/4
W) = (T5) e F

= a2 o

alo) = 5 () e (Ha 1),

Megjegyzés: észrevehetd, hogy az n. sajatfiiggvényben n-edfoki polinom szerepel.

2. feladat: Bizonyitsuk be, hogy a harmonikus oszcillator tetszéleges energia-sajatfiiggvényére
a hely atlaga nulla!

Megoldas: A hely atlaga az n. sajatfiiggvény esetében:

+00 +oo
<i>= / U ()0, (z) = / Aoz |, (2)[2.
Végezziik el a kovetkez6 azonos atalakitasokat:

<@ >= /_+OO dzz|V,(z)|* = /0 dmx|\11n(x)|2+/0+oo drz|U, (2)|* = /0+oox<\\lfn(as)\2—\\lln(—x)|2>.

o0 —00



A kovetkezOkben beldtjuk, hogy |[¥,(x)]*? = |¥,(—z)|?, vagyis az integrdl eredménye zérus. A
sajatfiiggvények kiszamitdsi modja:

1 mw\ /4 e 2 mw
aw) = oo ()T (),
@ = Jami\ar) <" nt

amely valds, tehat az abszolutérték mindenhonnan elhagyhaté. Lathatéan elegendd annyit meg-
muatni, hogy H2(X) = H?(—X), ekkor automatikusan teljesiil a bizonyitandé &llitas. Ez viszont
nyilvanvalbéan igaz, mivel:

H,(X) = (—1)%)@%(@—){2),

H,(—X) = (—1)”6(_){)2%(6_(_)()2) = eXQdd%G_XQ),

amibdl az kovetkezik, hogy H2(X) = H2(—X).

3. feladat: Legyen ¢, (X) := e 2/ 2H,(X)! Mutassuk meg, hogy a ¢, fiiggvények merdlegesek
egymasra, azaz (p;, ;) =0, ha i # j !

Megoldas: Tegyiik fel, hogy j > i (ez az &ltaldnossdg megszoritasa nélkiil megtehetd). A
skalarszorzat definicidja szerint:
i -X2/2 -X2/2 i -X2 i, X2 d' -X2 J X2 & -X2
(o) = [ XX PHX)NPH(X) = [ axe (1) (o) (1) (o) =
+oo I 2 dl 2 dj 2
_ 1\ X =X X
_/_oo AX(—1) e () S ().

Az elsd feladat szerint i
P(X) =X — (e

(X) = ¥ (e )

egy i-edfokid polinom.

_ [T ax 0L e
(i, 5) = N (=)™ R(X) o575 (7).

Hajtsunk végre egymads utén i db. parcidlis integralast (mivel j > i, ez megtehetd) ! Vegyiik észre,
hogy kiintegralt rész minden esetben nulla, mivel az e~ fiiggvény és tetsz6leges derivaltja a +oo-ben
zérus. Kapjuk, hogy:

() = [ aX -1 ROO S )
QOHSO] - o dX,L [ dX]_z (& .

Ha az igy kapott alakon egy tjabb parcidlis integraldst hajtunk végre, akkor a P;(X) fliggvény i + 1.

derivaltja jelenik meg az integrandusban, ami zérus, vagyis (kihasznélva, hogy a kiintegralt rész ismét
nem ad jarulékot) az egész integral értéke nulla.

Megjegyzés: Ha i = 7, akkor mar nincs méd ¢ db parcialis integralas utan egy tjabbat elvégezni,
ezért ekkor nem nulldt kapunk: megmutathaté, hogy ekkor a skaldrszorzat értéke (g5, ;) = 2%!\/T.
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4. feladat: Szamitsuk ki a harmonikus oszcillator elsé gerjesztett dllapotdban a hely szorasat!

Megoldas: A szoras definicié szerint:

Or=V<i2>—<i>2=V< 2>,

mivel a hely atlaga a 2. feladat szerint zérus. A hely négyzetének atlagara van tehat sziikségiink:
+oo

+oo
< 3% >= / dxU} (2)2? Wy (z) = / dzz® U3 (z).

[e.e] —0o0

A hullamfiiggvény valds, ezért az abszolutértéket ki sem kell irni. Beirva az 1. feladatban mar

meghatarozott fliggvényt:
—+o00
MW _ mw. 2 MW
< 3% >= 2/ doy | e e T4,
oo V' 7h h
Bevezetve a X := /%= valtozot:

~9 2 h oo —X?2y4
<@t >= = dXe X x4
Tmw J_

Az integrél értéke: (melyet héazi feladat ellendrizni (HF1))

oo 2 3
/ dXe X" X* =" \/x,

o 4
igy
~92 3h
<3t >=—,
2mw
vagyis a szoras
3h
Op =\ —.
2mw

Megjegyzés: a feladat megoldhaté lett volna a hullamfiiggvény konkrét ismerete nélkiil is, 1épteto-
operatorok hasznalataval. Tudjuk, hogy a hely és impulzus operatorok kifejezhetéek a lépteto-

operatorokkal:
h h
=5 (@l +a), ﬁ:i,/%(&*—a).

Hasznélva az Z-re érvényes képletet, a széras négyzete igy is irhato:

h
0% =< 32 >= (U, 3°7,) = m(qxl, (@' +a)(a' + a)\m).
Ismerve a léptetooperatorok

av, =vnU,_,. A, =vn+1V,,

hatasat a sajatfiggvényeken, illetve alkalmazva az ortonormaltsiag (V;, V,) = d;; relaciéjat, rovid
szamolas utan kapjuk:

, 3h 3h

- Oy = "

T

 2mw 2mw

HEF2: Behelyettesiteni a léptetoperatorokat és végigszamolni a szdrast.



