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0. ora

Matematikai apparatus

Tekintsiink egy fliggvényteret, mely tartalmazza a komplex értékii f (g) =f(x,vy,2)
figgvényeket és melyekre igaz, hogy négyzetesen integralhatéak. Ezeket nevezziik
Lesbeque-integralhato fiiggvényeknek:

Vf(x)eL,-re

+00
ﬂflf(x,y, z)|? dxdydz
1étezik és véges.
Skalarszorzat:
Ha f(x) és g(x) € £, akkor skalarszorzatuk: (f, g) = [ f*(x)g(x)dx
Tulajdonsagai:

e haf,g€ L, =3(f,g)

e (fL)=Gf)

e (itfng) =19+ (f29)
o (cf,g)=c(f,g9)iceC

o (ficg)=c(f,g); cecC

Norma:

Ha f(x) € L,, akkor f normaja: [If|| = (f, f)
VfeLyrelfl=0.  (Halfll=0 = f=0)

Ortogonalitas: (f,g) =0
Ortogondlis fliigevény-rendszer: (fi,fj) =0,hai+#j

Ortonormalt fliggvény-rendszer: (fl,f]) =6, (fll=1

1, hai=j

ahol §;; a Kronecker delta: §;; = {0 hai %



Teljes ortonormalt fliggvény-rendszer: ha Vv f € L, felirhatd

f= i cifi
i=1

alakba, ahol c; € C a kifejtési egyiitthato és f;-k adjak a teljesen ortonormalt bazist.
Allitas: Ha f = Y2, ¢if; = ¢, = (fi, f)-
Bizonyitéas: (fy, f) = (fi, Zcif) = Loy (fi, fi) = X ¢y = ¢,

Az L, fliggvénytér neve: Hilbert-tér, melynek legfontosabb tulajdonsaga, hogy van
benne teljesen ortonormalt fliggvényleiras.

Fiiggvény normaja, kifejtési egyiitthatokkal:

171l = (. f) = (Z cifizckfk> =D Galfufo =) Y cicdu =) lal?
i k i k ik i

Ha |c;|? > oo, akkor f nem létezik a Hilbert-térben.

Megjegyzés: c; € C abszoliitértéke: |c;| = /(Rec;)? + (Imc;)?

Linedris operator: f € £,-hoz hozzarendeljiikk g € L,-t: Of = g
Tulajdonsagok:
hd 6(f1 +f2) = 6f1 + 6fz
o 0(cf)) = cOfy
Pl.had =— = Of =2
Operéatorok szorzata: (61, 62)f = 61(62,f) (éltaléban 0,0, # 6261)

~ —~ 0 ~ =~ 0 a
Pl:ha0, =x-; 0, === = 0,0.f = (xf) = f +x -

= Glﬁzfzx(;—xf) =x§—£

Inverz operator: 0~* = 007! = I, ahol I az identitas vagy egység operator.

Adjungélt operator: 0f = (f,0g) = (0, g)

—~

P. 0,=x = 0l=x

—~ 0 ~+ 0
= — = = — — .
0, =~ 0] = ——, mert

~ d d ~
(1.029) = | £33 ax = [l - | 92 ax = (011.9)



oo - = P~ _ = 2
Onadjungalt (hermitikus) operator; 0 = Ot PI: 0 = ii' 0= 2

ox’ dx?

Unitér operator; Ut = U1

Fontos tulajdonsaga: 00T =1
Ekkor: (Uf,Ug) = (0t0f, g) = (0°'0f, 9) = (f, 9)

Unitér transzformacio: (attérés a ,,vessz0s” rendszerbe)
HaVvf —» Uf = f' és
havO - U0U~'=0' (ahol 0 = 0"),
akkor : (f",0g") = (f,0g)

Sajatérték probléma:

oY =2y,
ahol O ismert és A a sajatértéke és ¥ a sajatfiiggvénye.
Altalgban tSbb A és ¥ létezik:
e ha A tetszOleges Szam egy intervallumban, akkor folytonos spektrumrol
beszéliink, és (¥, W) = oo (vagyis nem normalhato).
e ha A csak meghatarozott (diszkrét) értékeket vehet fel, akkor diszkret

spektrumrol beszéliink, és (W,¥) = N < co. Ekkor ¥’ = i

7 ey vs

sajatfiiggvény és ||| = 1.

Tétel: Onadjungalt (hermitikus) operator sajatértékei valosak.
Bizonyitas: Geszti Tamas — Kvantummechanika, 6.4 fejezet.

Tétel: Diszkrét spektrumu operatorok sajatfliggvényei teljes-rendszert alkotnak.
(Valaszthato teljes ortonormalt fiiggvény-rendszer.)

Gyengébb tétel: Ha H egy hermitikus operator A, # 1, sajatértékekkel, akkor a

hozzajuk tartozé sajatfiiggvények ortogonalisak: (‘P;L N SU;LZ) =0

Tétel: Ha H operator A sajatértékéhez tobb (k db) ‘P]-A linedrisan fiiggetlen
sajatfiiggvény tartozik (j = 1,2, ... k), akkor ‘Pj’l-k nem ortogonalisak, de eldallithatok

(p]’:l-k, (,0]’-1 =Yk, Cjt W} alakban, igy ortogonélisnak valaszthatok.



Definicio: W fiiggvény 0, és O, operatorok szimultan sajatfiiggvénye, ha
Y=Y

¢s Y =1¥
Ekkor: (0,0, — 0,0,)¥ =0,

ahol 0,0, — 0,0, = [61, 62] —t az operatorok kommutatoranak nevezziik.

0,
0,

Az 0, és 0, operatorok antikommutatora: {61, 62} = 0,0, + 0,0;.

Ha [61,62] = 0, akkor 0, és 0, kommutalé operatorok. Ilyenkor valaszthatd kozos
ortonormalt sajatfiiggvény-rendszer:
019; = 4;0;
0,0; = W;;
(01 9;) = 8,
Megjegyzés: A; és | nem feltétleniil mind kiilonbozo.

A sajatértékek ¢és a sajatfiiggvények fontosak, mert az adott fizikai mennyiségek
lehetséges értékeil a megfeleld operatorok sajat sajatértékei, a sajatfiiggvények pedig a

rendszer jellemzésére szolgalnak.

»Ez az altalanos szabaly: minden megfigyelhetdé ¢és megmérhetd fizikai
mennyiséghez tartozik egy operator, amelynek sajatfliggvényei azok a hulldm-
figgvények, amelyekben az illetdé mennyiségnek hatarozott értéke van; ez a hatarozott

érték éppen az operatornak az adott sajatfliggvényhez tartozo sajatérteke.”

Geszti Tamas — Kvantummechanika, 6.1 fejezet, 2. bekezdés



